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Lista 6- Aplicagdes da Integral Definida

Aplicacgbes da Integral Definida

1. Comprimento de arcos

O que queremos dizer com o comprimento de uma curva? Podemos pensar em colocar um
pedaco de barbante sobre a curva, e entdo medir o comprimento do barbante com uma régua. Mas isso
pode ser dificil de fazer com muita precisdo se tivermos uma curva complicada. Precisamos de uma
definicdo para o comprimento de um arco de curva, da mesma maneira como desenvolvemos
definicBes para os conceitos de area, e futuramente para o volume.

Se a curva é um poligono, podemos facilmente encontrar seu comprimento; apenas somamaos 0S
comprimentos dos segmentos de reta que forma o poligono. (Podemos usar a formula de distancia para
encontrar a distancia a distancia entre os extremos de cada segmento.) Definiremos o comprimento de
uma curva geral primeiro aproximando-a por um poligono e entdo tomando o limite quando o nimero
de segmentos do poligono aumenta. Esse processo é familiar para o caso de um circulo, onde a

circunferéncia é o limite dos comprimentos dos poligonos inscritos. (ver figura 1)




Profé Ms Regina Thaise Bento — reginathaise@aedu.com

Figura 1

Agora suponha que uma curva C seja definida pela equagdo y = f(x), onde f é continua e
a <x <b. Obtemos um poligono de aproximacao para C dividindo o intervalo [a, b] em n subintervalos

com 0s extremos Xo, Xi, ..., Xn € com larguras iguais a Ax.

7 H— ' - A

Figura 2

Pelo Teorema de Pit&goras, temos que:

A’C = A%y + A%

2 2
&) (5
AX AX

Aplicando o limite quando Ax — 0, temos:

2 2
Iim(A—Cj - |im{(ﬂj +1}
AX—0 AX AX—0 AX
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2
d_C = |11+ (d_yj
dx dx

Lb%: X = Lb 1+ (j—ijz dx

2
C= Ib 1+ (d_yj dx (Notagdo de Leibniz)
a dx
ou

C=["y1+ [f0] dx

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1: Determine o comprimento do arco definido pela curva da funcéo f(x) = x + 2, no intervalo
[1,4].
Resolucéo:

Temos que f ’(x) = 1. Entéo:

= [T 0= [ =2
C=+v2.@4-1) =32 uc.

. . - . 2 :
Exemplo 2: Determine o comprimento do arco definido pela curva da funcdo y = §X X, no intervalo

[0, 1].
Resolucéo:

1 3
2

Temos que y = %xﬁ = %x e X2 = %x .

Entdo a funcdo derivada é:

Logo:

1Y 1
c= 1+(sz dx =f:«/1+xdx =_[01(l+x)5dx

u=1+x Us=1+1=2
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du

— =1 uy=1+0=1
dx
du = dx
Entdo:
2 s 2
1 P 2 3|
C:Ilzuzd)(:;:l :u? :gu2
~+1 — 3 1
2 . 20
C= Zu%dx-2 2% 1% -2\/2_3 «/1_3 -2J§ 1) u.c
[ et ) - S e
3
Exemplo 3: Determine o comprimento do arco definido pela curva da funcdo y = x?2, no intervalo
[1, 4]
Resolucéo:

34

3 1L
Temos que y’ =—Xx2 = —x?
qucy 5 5

Logo:
1\2 1
C=_[ 1+(§x2} dx =J'4,fl+ gxdx :.[4(1+—x)2dx
1 4 1
u:1+9x us:1+gx:1+g-4:1+9:10
4 4 4
d_Uzg ui:l+gle+g.l:1+g:E
dx 4 4 4 4 4
—du =dx
Entdo
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C = 7,63 u.c.

Exercicios
1) Determine a medida do comprimento do arco, nos intervalos dados:
a)y=2x+1lem/[1, 6]

b)y=¢e+e"em[0, 1]

x3 1
oy=—+ —,em|[1,2
)Y s o [1, 2]

3
d)y= 4x2,em[1, 8]

1, 1
g)y=—X+—,em]Jl, 2
)Y 1 ™ [1, 2]

f)y=3x-10,em[1, 5]

TT

g) y = In (sec x), em {0, 5}
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2. Volume de Sdlidos de Revolucéo

A definicdo de area de uma regido plana nos levou a definicdo da integral definida. No
desenvolvimento, usamos a formula para a area de um retangulo, da Geometria Plana. Usamos um
processo similar para obter volume de determinados tipos de solidos. Um deles e um cilindro reto.

Um sélido serd um cilindro reto se for limitado por duas regides planas congruentes R; e Ry,
situadas em planos paralelos e por uma superficie lateral gerada por um segmento de reta, tendo seus
extremos sobre os limites R; e R, (ver figura 3). A altura do cilindro € a distancia perpendicular entre
os planos de R; e R, e a base é R; ou R,. Se a base do cilindro reto for uma regido encerrada por um
retangulo, teremos um paralelepipedo retangulo (ver figura 4), e se a base for uma regido encerrada

por um circulo, temos um cilindro circular reto (ver figura 5).

. -:;‘ vy ; ,..-.,\“\J'.;»:,;gt__
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Figura 3 Figura 4 Figura 5

Se a area da base um cilindro reto for A unidades quadradas e a altura for h unidades, entdo, da
geometria dos s6lidos, se V unidades cubicas for o volume, entdo V = Ah.

Usaremos essa férmula para obter um método de calcular a medida do volume de um solido para
0 qual a area de qualquer secc¢do plana (uma regido plana formada pela interseccdo de um plano com o
solido) que é perpendicular a um eixo, seja uma funcdo da distancia perpendicular da seccao plana de
um ponto fixo sobre o eixo X.

A figura 4 mostra tal sélido S que se situa entre planos perpendiculares ao eixo x em a e b. Seja
A(X) unidades quadradas a area da sec¢do plana de S que € perpendicular ao eixo x em x. Exigimos

que A seja continua em [a, b].
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¥4

Figura 6

Dada uma regido R plana e uma linha reta, ou eixo, que pode tocar (ver figura 7) ou nédo (ver
figura 8) em R e que esteja no mesmo plano de R. Girando-se R em torno deste eixo, forma-se uma

regidao no espaco tridimensional denominada sélido de revolucao.

R

Area plana

Sélido gerado pela Rotagdo.

Figura7

v

Area plana

Sélido gerado pela Rotagéo.

Figura 8
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3. Método do Disco
3.1. Revolucéao em torno do eixo X

Girando o grafico de uma fungéo f(x) em torno do eixo x temos:

y A
YA 4 r= fx)=y
Avrea plana
a b X X

—
Calculo do elemento de volume

dvV=m’h — dV=n[f(x)]2 dx —> V= 7t_|.:[f(x)]2 dx

3.2. Revolucao em torno do eixo y

Uma regido plana pode ser girada em torno do eixo y ao invés do eixo x, e novamente um sélido

de revolucdo serd gerado.

R x=g(y)

Area plana girando em y
Sélido de revolucdo da area plana em

torno de y

b
a

V= [ew] dy = nf:rz dy
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Vejamos dois exemplos:

Exemplo 1: Usando o método do disco, calcule o volume do sélido gerado pela revolucéo da regido
sob a funcéo y = x*, no intervalo [1, 2], em torno do eixo x.

Resolucéo:

ys (2, 8) (2, 8)

XV

1  Areaplana 2

Exemplo 2: Calcule o volume gerado pela parabola y = x? girando em torno do eixo de y, no intervalo
[0, 4].

Resolucéo:

XV

2

0

Sélido gerado pela Parédbola de revolucao
Secdo plana pardbola girando emy
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4. Método dos Anéis Circulares

O Método do Disco pode ser estendido para o Método dos Anéis Circulares. Este método surge
quando a area de revolucdo é limitada por duas funcbes f(x) e g(x), tal que f(x) > g(x), para todo x e

[a, b].

4.1. Revolugédo em torno do eixo x

fx)

Anel projetado

v

Area plana em revolugio

Sélido gerado pela revolucéo

O elemento de volume do anel é dado por:
dv =z [f] dx-7 [g] dx = 7 {[f ] ~[e0]'} dx
de forma que o volume todo é dado por:
V= Lb aVv = jab{[ F ~[e00l | dx

Note que o0 vao interno é descontado pela subtracao dos dois volumes.

10
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4.2. Revolugédo em torno do eixo y

Se a revolugdo for em torno do eixo y, como por exemplo para as fungdes x = f(y) e x = g(y),

tem-se:

V= n {[fO] -[e]] dy

XV

Area entre curvas, em Sélido gerado pela rea em
revolucao revolucéo

de forma que o volume todo é dado por:

v=[lav=a [ {[te] -[ew]] dv

Vejamos dois exemplos:

2 4

11
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Exemplo 3: Calcular, usando o método dos anéis circulares, o volume formado pela rotacéo da regido

entre f(x) = x* e g(X) = X + 2, em torno do eixo X.

Resolucéo:

Area entre parabola e reta.

Pontos de Intersecéo:

f(x) = 9(x)
X +2=x

O volume sera;

Sélido de revolugéo

V= I_i[(x+2)2—(xz)2] dx = 7 j_i[(xz Fax+4)-(x] dx

V= nj_i[xz +4x+4—x4] dx =7 [

8 32

2

3 5
al +2x° +4X—X—
3 5

-1

V=1 (— +8+8——)—(_— +2-4+ 1)
3 5 3 5

184 32 184
V: T e _ ] —— =TT e _—
1\ 15 15 15
V= ﬁn = 7—2n u.v.
15 5

32}
+ —
15

<V

12
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Exemplo 4: A regido R, limitada pelas curvas y = x e y = x%, é girada ao redor do eixo x. Encontre o
volume do sdlido resultante.

Resolucéo:

H
T SR

SO X

b

?
9

Pontos de Intersecéo:

X" =X
X, =0 = =0
X —x=0 1 %
X,=1 = y,=1

O volume sera:

3 5
V=1 X__X_
3 5
0
11
V=me ———[—(0
el
2
= —m U.V.
15

As vezes, o solido de revolugéo é gerado em torno de um eixo externo que pode ser paralelo a
Ce,”

x” ou a “y”. O método dos anéis circulares pode ser aplicado, desde que se identifique o raio do giro.
Vejamos um exemplo:

13
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Exemplo 5: A regido R, limitada pelas curvas y = x e y = x%, é girada em torno da reta y = 2.
Determine o volume do sélido resultante.
Resolucéo:

O solido e a sec¢do transversal sdo mostrados abaixo. A seccdo transversal é uma arruela, mas

dessa vez o raio interno é 2 — X e 0 raio externo é 2 — x°.

¥
/7
/1
[
i fE \_~_-:.’_
|
i 2ex
o 1
2ox 4 i
ST i
YW 4
. LY A
¥ o=
k N X
L H X .
¥ x

O volume sera:

V= a[[@-x2-@-%"] dx = x [[[(4-4x* +x')~(@-4x+x*) ] dx

V=mn I:I:4—4X2 +X4—4+4X—X2:| dx = nj-ol[x“—SXz +4X] dx

5 3
V—T[o X——5L+2X2

5 3 o
Ve, (1_§+zj_(o)

5 3
V=—mnuv

14
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Exercicios

2) Determine o volume do sélido gerado pela rotacdo, em torno do eixo X, da regido limitada pela

curvay = %xz,comx:Oex=4.

3) Calcule o volume do solido gerado pela rotacéo das regides dadas, em revolucdo em torno do eixo

4) A regido R, limitada pelas curvas y = x e y = x%, é girado em torno da reta x = —1. Determine o

volume do sélido gerado.

5) Determine o volume do sélido obtido das regides limitadas com a rotagdo em torno da reta dada:

a)y=2x%,y=0,x=0,x=5; em torno do eixo x.

b)y=x%y=0,x=2;emtornodaretay = 8.

c)y:Z—%x,y:O,le,x:G; em torno do eixo X.

dy= l,le,x=2,y:O; em torno do eixo X.
X

2
e)y= XI,XZO,XZG; em torno do eixoy.

f)y =x3 y=x, x > 0; em torno do eixo x.

9) y =%, y=x, x> 0; em torno do eixo y.

6) Utilizando integral definida, prove que o volume de uma esfera de raio r é V = %nrs.

15
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EXERCICIOS COMPLEMENTARES

7) Determine o volume do sélido obtido das regides limitadas com a rotacdo em torno do eixo x:

a)y=(2x—3)°em [0, 1].

b)y=¢e"+1em][0,1].
C)y=secx. a/tgx em {O, ﬂ

d)y= xeX em[1, 2].

e)y=e*Je* +1 em|0, 1].

f)y = e em 1, 3].

1

gy= x% (X* +1)* em [0, «/@}

hyy= x*(x* +1)2 em [0, 1].

8) Determine o volume do solido de revolucdo formado pela rotacdo da area limitada pela curva

f(x) = 3—x? e a reta g(x) = 2, em torno do eixo x.

9) Determine o volume do sélido formado pela rotagéo da area limitada por f(x) = x* + 2 e g(x) = 3x,

em torno do eixo X.

10) A regido limitada pela parabola ctibica y = x* e pela reta y = 8, gira em torno do eixo y. Determine

0 volume gerado.

11) Determine o volume gerado pela rotacdo, em torno do eixo x, da regido limitada pela pardbola

f(x) = 13— x* e areta g(x) = 2x + 5.

16
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Respostas

AplicacgOes da Integral Definida

1a) 5J5 u.c. ) 123 .
32
b) e + 1—2 u.c
e a f) 4410 u.c.
C) g u.c. g) In(2+ «/§) u.c.
12
1 3 3
d) —(2892 —372j u.c.
54
2) %n u.v. 3a) 1688n u.v. b) En u.v. 4) T uw.
5 1 20 2
5a) 2500 u.v. d) Ty 0 in v,
2 15
576
b) —=m u.v.
7 e) 162w u.v.
C) 3—5n u.Vv. f) in u.v.
12 21

6) Demonstracao

T 13 T 3 2
7a) %(3 —1) u.v. e) E(Ze + 3e —5) u.Vv.
e’ 3 T/ 12 _4
b) 1| ——2e——= | u.v. f) —(e”-¢e") uwv.
) TE[ 5 e 2} 4( )
. 7
0 & uv. Q) §n u.v.
2
T h) > T UV
d) =(e®—e*) u.v. 127 "
) 5e"—¢) 12
8) Qn u.v. 10) %n u.v.
5 15
9) g7: u.v. 11) 568411: u.v

15
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